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Una Desigualdad de Carleman para un sistema de Ecuaciones
Parabólicas Acopladas
Victar Rafael Cabanillas Zannini1
Resumen: En este trabajo consideramos un sistema linealizado de ecuaciones
parabólicas acopladas asociadas a un sistema semilineal de ecuaciones del calor.
Siguiendo las ideas de O. Imanuvilov, lVI. Yamamoto y L. de Teresa probamos una
estimativa de tipo Carleman para un sistema de ecuaciones parabólicas que envuelven
términos gradientes. Esta clase de sistemas aparecen en el estudio de controles que
hacen insensitiva a la norma de la solución de una ecuación semilineal del calor.
Palabras clave: Desigualdad de Carleman, controles insensitivos, desigualdad de
observabilidad.
A Carleman's Inequality for a System of
Coupled Parabolic Equations
Abstract: In this work we consider a linearized system of parabolic equations
associated to a semilinear system of heat equations.Following the ideas of O.
Imanuvilov, M. Yamamoto and L. de Teresa we prove a estímate of Carleman type for
a system of parabolic equations involving gradient terms. This class of systems appears
in the treatment of controls insensitizing the norm of the solution of a semilinear heat
equation,
Key words: Carleman inequality, insensitizing controls, observability inequality.
1. Introduction
Sea n un dominio abierto y acotado de ]R1t, ti :2: 1, con frontera suficientemente regular r. Sea
T> 0, y denotemos por Q = n x (O, T) el cilindro generado por n y por ~ = r x (O, T) su frontera
lateral. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones parabólicas
{
p' - D..p.+ Ap + B.Vp = ° ,
p=O . )
p (O) = po . '
en Q
sobre ~
en [2,
(1.1 )
{
. -z' - D..z+ az -div (In) = p1(')
z=O
z (T) = O .
donde a. A E L0C (Q), b, B E [V>O (QW, y pO E L2 ([2).
Es bien conocido que bajo las hipótesis anteriores, el sistema (l.1 )-( 1.2) p()s(',e 11W'\. única
solución (p. c ) tal que
, en Q
sobre ~ (l.2)
en [2.
1UNJVIS!\f. Facultad de Ciencias 1IntcJ\lá.ticas, Lima. Perú. c-uiail: vcabauillaszfiunuism.cdu.pc
8G
1. INTRODUCTION 87
Sistemas de la forma (1.1)-(1.2) aparecen en el estudio de la existencia de controlesinsensitivos
para CWi:\ciOl1CS parahólicas semilineales, (ver [2]' [3], [8]).
Sea 1) : L'2 (Q) ---4 lR el funcional diferenciable definido por
1 ¡.T¡<I>(u) = :-' 'u2(:r:t) dxdt.
2 o o
donde (') es llamado conjunto de obseruacion y 'u es definida sobre el conjunto de soluciones del
sistema
{
VI - 6.11 + f (u, vu) = ~+ hXw , en Q
u = O , sobre ~
, 'u (x, O) = yO (1;) + TUO (.T) ,en D,
(1.3)
En (1.3), u es la función estado y h es la función control. El conjunto w e D es el conjunto de
control, y el término hXw indica que el control h está actuando únicamente sobre el conjunto w.
La función f es de clase el (lR x lRn), globalmente Lipschitz y f (O, o) = O.
Definición. Decimos que la función h en (1.3) es un control insensiiiuo de <I>si
8<I>(U(X,t;h,T))1 _
8T - O,
T=O
(1.4)
Esta condición es llamada condición de insensiiundad. Esta definición indica que el funcional
<I>es localmente insensitivo ante la perturbación TUO.
Como fue demostrado en [1]' [8], [2], la condición de insensitividad (1.4) es equivalente al
problema de controlabilidad exacta para un sistema de ecuaciones parabólicas semilineales de la
forma
{
y' - 6.y + f (y, vy) = ~+ hXw , en Q
y = O , sobre ~
y (O)~ yO , en D,
(1.5)
{
_q' - 6.q + fu (y, vy) q - div (.fe; (y, vy) q) = YXo , e,n Q
q = O , sobre ~
q (T) = O . , en D,
(1.6)
J
Por técnicas de punto fijo, el problema de controlabilidad para (1.5)-(1.6) puede ser reducido al
pro blema de la controlabilidad de un sistema linealizado de la forma (1.1)- (1. 2).
La principal dificultad cuando se estudia la existencia de controles insensitivos es probar
que para algún Al suficientemente grande existe e > O tal que la siguiente desigualdad de
observabilidad es válida
IT t ( -1) 2 ¡TJ' .)exp - Mt z d:ult ::;e ' z: da dt,o ·n o w
Para demostrar esta desigualdad es necesaria uua estimativa de tipo Carleinan para el sistema
(1.1)-(1.2).
En este artículo, probaremos una estunativa de tipo Carlenian para (1.1)-(1.2), para lo cual
usaremos una desigualdad de' Carleman debida él O. Yu, Iiuanuvilov y 1\1.Yaiuamoto [7] y seguimos
las idea!'; de 1. de Teresa [8].
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2. Notación y Resultados Previos
Eu esta sección damos algunos resultados previos y las notaciones que serán usadas en las
siguientes secciones.
Siguiendo [6], introducimos una función auxiliar cuya existencia es demostrada en [6].
Proposición 2.1. S ea LVO un subconjunio no vacío de D. Entonces. existe '1) = -0 (;);) E C2 (D) tal
que
1/) > O. en [2 ; ?j;. = O , sobre aD ; 1\7'1/'1i= O, en D\wo.
Prueba. Ver [6]. •
(2.1)
A seguir, introducimos las siguientes funciones
eA'l/J(x)
.p (x, t) = t (T - t)
y, para A > 1, definimos los pesos
eAlj'(x)
t¡ (x, t) = -t-
(2.2)
y
eA'l/J(X) _ e2Alll/Jllc(J1)
r¡(.'E,t) = ------
t
(2.3)
Consideremos el sistema
{
y'-~y+ay+b.\7y=h
y=O
y (O) = yO
, en Q
sobre ¿;
, en D,
(2.4)
donde h E L2 (O,T; L2 (O)) Y yO E L2 (D). Entonces, la siguiente desigualdad de Carleman es
válida.
Proposición 2.2 (7). Existe un número): > O, tal que para un número arbitrario A :2: ): podemos
elegir So (A) > O tal que: existe una constante e > O tal que para cada s :2: So (A), la solución
y E L2 (O, T; U (D)) del sistema (2.4) satisface la siguiente desigualdad
lT 1((s~) l\7yl2 + (s<p) lyl2) e2SQdxdt (2.5)
~ .·T
::;e [llheSQII~2(0,T;H-1(í2)) +110 (s<p) lyl2 e2SQdxdt]
Aq'LlÍ, la constante e depende continuamente de A, IlaIIL=(Q) y Ilbll[Ux'(Q)]'" Además, Wo es el mismo
conjunto de (2.1).
6 ..•
Observación:En adelante, supobdremos que LV n () i= cf;. Sea r > O tal que B; e w n O. Entonces,
tomando Wo = B;. en (2.5) tenemos.; '.
(2.6)
Notación. Denotemos por 11. "= la norma tanto en LX (Q) como en [Ux. (Q)]" , y definamos las
constantes
11 = IIAlloo + IIBILx)' 12 = 11011=+ 11{¡llx: r = 11+ 12
y
lO = Ilnll!: + Ilbll!: + IIAII~ + IIDII!o·
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3. Resultado Principal
En esta sección. mostraremos una estimativa de tipo Carlernan para la solución (p, z) del
sistema (1.1)-(l.2) C011 potenciales limitados a, A, by B.
Teorema 3.1. Eaisten constantes X, s' > 1 Y C > O tales que para cualquier A > X y s > s'
la siguiente estiuuiiiua es uálula para cualquier solución (p. z) de (1.1)- (1. 2) con dato inicial
po E L2 (O)
T ( ) T .111 2 2') 11. --;--1\7zl + (scp)lzl ('~sodxdt:::;C.. z2esadxdt.• (J • 12 cp . (J w
Prueba. Procederemos por etapas.
Etapa 1.
(3.1)
Aplicando la desigualdad de Carleman (2.6) a la solución p de (1.1), tenemos para A > ~ y
s > So (A)
j. (-}-I\7pI2 + (s!.p) Ip12) e2sadxdt < C1 {T { sip Ipl2e2sadxdt.
Q .p lo L,
donde ~ y So (A) son dadas en la Proposición 2.2.
(3.2)
Etapa 2.
Sea TI > T, tal que BT¡ e w n (9, y sea ~ E Ca (O) con
O :::;~ :::; 1, ~ (.T) = 1 si x E n., ~(x) = O si x E 0\ Brj) (3.3)
y tal que
~~ E Lco (O) (3.4)
Introducimos u = s!.pe2sa. Entonces, multiplicamos (1.2) por u~p en L2 (Q), e integrando por
partes tenemos
lo z'u~ (p' - 6p + Ap + B.\7p) dxdt + lo zu~p (a - A) dxdt-
~- lo zpb.. (u~) dxdt - 2 lo z\7p.\7 Cu~) dxdt + lo z~pu'dxdt+
+¡z11.~(b - B) .\7pdxdt+ 1zpb.\7 ((u) dxdt =1p2u~x(')dxdt.
Q Q Q
Denotemos las siete integrales de (3.5) por h, ...,17 respectivamente, y estimemos cada una de
ellas por separado.
Notemos que [1 = O pues pes solución de (1.1). Usando l~ .. ~sigualdades de Holder y Young
tenemos . I
(3.5)
1 61 l' 2 3 (1Iall~ + IIAII~) 1 2 .h = ZlL~p(a - A)dxdt :::;- ~up dxdi + 6 t:uz dxdt,Q 2 Q 41 Q (3.6)
entonces, como u = 8!.pe2so , ~ = O en O\BTl y O :::;~. :::;L tenemos
(3.7)
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donde e es una constante que depende de Ilall= y IIAlloo' Además, 61 es una constante El, ser
elegida, más adelante.
Estimemos h.
h = j~zp6. ('/I.~) dxdt.
Observemos que
6. (·uO = u6.~ + 2v4). V~ (SA<p + 282A(/) e28U + 2~82A<p2(6.'ljJ) c2so +
+~ (8A 2<p+ 682 A2<p2+ 483 A2<p3) IV'~)12e2sOl
entonces
13 = 10 ZplL6.~dxdt + 2 j~zpV1/).V~ (8A<p + 282A<p2) e2SUdxdt+
+2 10 ZP~82 AV} (6.1jJ) e2SUdxdt + 10 zp~ (8A2<p + 682 A2<p2+ 4s3 A\)3) IV1P12 e2SQdxdt.
Escribamos (3.8) como t,= J1 + J2 + J3 + J4· Para estimar cada Jk agrupamos los coeficientes
de z y p. Como ~ = O en 0.\B,,!, usando desigualdades elementa!es tenemos que
(3.8)
(3.9)
(3.10)
(3.11)
J4 < ~ I
T r ~p2udxdt + e rT r A4S4<p4Z2udxdt.lo i; lo i;
Reemplazando (3.9), (3.10), (3.11) Y (3.12) en (3.8) tenemos, para A 2: A2
I: (\ T T .
13 < 2Si~5 .~ r r ~p2udxdt+ e r f A4S4<p4z2udxdt,lo 1B,¡ lo 1»-.
(3.12)
y siendo u = s<pe2su tenemos
(3.13)
Con 'elfiu de estimar 14 agrupamos los coeficientes de z y Vp para obtener
(3,14)
Para t; observamos que
/ / ') 'o 2?', /
LL = 8<pe~" . + 28 .pe:" () .
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y 1 cp'l :::;C (T) cp2. Siguiendo los argumentos anteriores llegamos a
(3.15)
Análogarnente
fh ]T j] 2 lT j' '. 3 3 2 ?h:::; 2" . 2~ Ivpl udxdt + C AS ip z e~SOéclxclt.
o n A (srp) ,OB11
(3.16)
y
17 :::; ~ r
T
r ~p2ucl,Tclt + C r
T
r s3A2rp3z2e2SOéd,Tdt.
lo 1B11 lo 1B,.¡
Reemplazando (3.6), (3.7), (3.13), (3.14), (3.15), (3.16) y (3.17) en (3.5) tenemos
¿6¡T1 ~p2uclxdt:::; 1:::;i~7 Z ¡T r ~p2uclxdt+
o o-, o 1»-, .
(3.17)
(3.18)
+;31+;32 t' r~lvpI22udxdt+C(1+lo) rT r s5A4cp5z2e2SOédxdt.
2 lo ln A (srp) lo 1B,¡
Ahora, eligiendo 6i > OY ;3i > O tales que ¿ 6; = ;31 +;32 = 1 concluimos de (3.18) que
1:::;i:::;7
(3.19)
siendo lO = IIAII~ + IIBII~ + Ilall~ + Ilbll~ .
a
Reemplazando u = srpe2SOéen (3.19) y como E,= Osobre D\BrIl Y ~ (x) = 1 si x E Bs, llegamos
t' r scpp2e2sOédxdt:::; t' r ~ Ivpl2 e2SOédxdt+
lo i; lo i; sip (3.20)
,,~ +C (1 + lO) r
T
r A4s5rp5z2e2sOéclxdt.
". lo 1B'I
Aplicando (3.20) en (3.2) obtenemos
t' l (-}-lvpI2+ (srp) Ip12) e2sodx;dt :::;C1 [IT r 1?:12e2sadxdt+ (3.21)
lo lo ip o l»; rp ~
+C (1 +,0). I' r . A4S5rp5z2e2SC>d:rdt].
lo .1B'1
Entonces
(
C1) ¡T l' 1 ') '). lT i: .:.)21- -. . -. 1v pl- e-s" dxdt + (sc.p) Ipl- e so dxdi :::;
A o n sip ,(J ,n
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En consecuencia, para A 2: A:3 = máx {A2, el} tenemos, para. cualquier A 2: A3 Y .5 2: .5 (A)
(3.22)
Etapa 3.
Aplicando la desigualdad de Carlenian (2.5) a la solución z de (1.2) tenemos
(3.23)
Por la continuidad de la inmersión L2 (O,T; L2 (D)) ~ L2 (O,T; H-1 (D)) se tiene
(3.24)
Aplicando la desigualdad (3.22) en (3.24) concluimos que
(3.25)
Entonces, la desigualdad (3.1) es una consecuencia inmediata de (3.25) y el siguiente resultado
técnico. _
Lema 3.1. Sea A 2: A3, entonces existe Si = Si (A) > 1 tal que para s > Si se tiene
Agradecimiento. El autor desea ~adecer al Profesor L. A. Medeiros por las conversaciones
que tuvimos en relación al presente 'ubajo.
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